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Canal de Desvanecimento Sombreado Duplamente
Correlacionado: Novos Resultados

Jefferson David Santos e Silva, Rausley Adriano Amaral de Souza e Michel Daoud Yacoub

Resumo— Novos resultados referentes ao modelo de des-
vanecimento sombreado duplamente correlacionado proposto
recentemente sio apresentados. Especificamente, as seguintes
estatisticas s@o obtidas: expressées analiticas exatas para 1) a
funcio densidade de probabilidade (FDP) conjunta, 2) a funcao
de distribuicio cumulativa (FDC) conjunta e 3) a probabilidade
de indisponibilidade (PI); e expressoes fechadas exatas para 4)
a PI assintética, 5) o ganho de diversidade, 6) os momentos
conjuntos, 7) o coeficiente de correlacio na poténcia, 8) a FDP
marginal, 9) a FDC marginal e 10) o momento marginal.

Palavras-Chave— Distribuicdo bivariavel Nakagami, desvane-
cimento sombreado, probabilidade de indisponibilidade.

Abstract— New results regarding the newly proposed double-
correlated shadowed fading model are presented. Specifically, the
following statistics are obtained: exact analytical expressions for
1) joint probability density function (PDF), 2) joint cumulative
distribution function (CDF), and 3) outage probability (OP);
and exact closed-form expressions for 4) asymptotic OP, 5)
diversity gain, 6) joint moments, 7) power correlation coefficient,
8) marginal PDF, 9) marginal CDF and 10) marginal moment.

Keywords— Bivariate Nakagami distribution, shadowed fading,
outage probability.

I. INTRODUCAO

Ao propagar-se através de um canal sem fio, o sinal recebido
apresenta variacdes instantaneas ou médias da poténcia. Essas
variagdes podem ocorrer como resultado do desvanecimento
por multipercurso, por sombreamento ou por combinagdo de
ambos [1]. Em fun¢fo da inevitavel aleatoriedade imposta ao
sinal recebido, a modelagem dos canais de comunicag¢do sem
fio tem sido feita por modelos estocdsticos. Como exemplo
de modelos mais simples que consideram somente o desvane-
cimento de curto prazo citam-se Rayleigh, Rice, Nakagami-
m, e outros. E dentre aqueles que consideram somente o
de longo prazo, lognormal e Gama [1]. Na andlise de um
modelo que englobe simultaneamente multipercurso e sombre-
amento, o chamado modelo com desvanecimento sombreado,
duas estratégias diferentes tém sido adotadas em relacdo ao
sombreamento. A primeira admite que o sombreamento atuard
diretamente na poténcia total do sinal desvanecido, denomi-
nado modelo de desvanecimento sombreado multiplicativo. A
segunda pressupde que o sombreamento influencie somente
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as componentes dominantes do sinal, denominado desvane-
cimento sombreado na linha de visada direta (line-of-sight,
LoS). Assim, é possivel analisar um canal de desvanecimento
sombreado por meio de modelos ji conhecidos de curto e
longo prazo bastando que altere-se a natureza dos pardmetros
fisicos, antes deterministicos, pertencentes ao modelo de curto
prazo, tratando-os como aleatérios.

Os canais de desvanecimento sombreado tém sido frequen-
temente foco de diversas pesquisas em diferentes cendrios de
aplicacdo. O modelo estatistico em [2] admite que o sinal
recebido € a superposicao de ondas parciais cujas origens estao
em objetos préximos e/ou distantes do receptor. Nesse caso,
supds-se que o espalhamento em objetos longe do receptor
pode ser modelado por uma distribui¢do lognormal da poténcia
recebida enquanto que o espalhamento em objetos préximos
do receptor pode ser modelado por distribuicdes Rayleigh,
Rice, lognormal, ou Nakagami-m. Em [3], é apresentada uma
andlise do desempenho em um ambiente com interferéncia
co-canal operando em canais com desvanecimento Nakagami-
m sombreados por um modelo de canal do tipo Gama.
Em [4] é feita a investigacdo do desvanecimento sombreado
no modelo de canal k-u. Admite-se uma variacdo na LoS que
estd sujeita ao sombreamento de um modelo Nakagami-m.
Assim, tendo cada um desses modelos teéricos ou empiricos
suas qualidades particulares em relacdo a concordancia com
medidas realizadas em campo, a distribuicdo Nakagami-m &
comumente utilizada para representar tanto o desvanecimento
de curto prazo quanto o de longo prazo.

Um aspecto comum aos trabalhos anteriormente citados é
a inexisténcia da suposi¢do da correlacdo nas componentes de
sombreamento ao se analisar a combinagdo de cdpias do sinal
na recepc¢do. A aleatoriedade da poténcia dessas réplicas pode
ser modelada por meio de distribui¢cdes bivaridveis que con-
sideram a correlacdo entre elas [5]. Em especial, modelos de
desvanecimento sombreado com correlagdo no sombreamento
podem ser encontrados em [6]-[8].

Recentemente, foi proposto um modelo de desvanecimento
sombreado duplamente correlacionado em que cada sinal esta
sujeito conjuntamente ao desvanecimento tanto de curto como
longo prazo do tipo Nakagami [9]. Foram obtidas expressoes
— exclusivamente na forma de integral dupla — da funcio
densidade de probabilidade (FDP) conjunta, da funcdo de
distribuicao cumulativa (FDC) conjunta e da probabilidade de
indisponibilidade (PI) em um sistema de diversidade do tipo
combinador por selecdo.

Capitalizando nos resultados em [9], este artigo tem por
objetivo apresentar novos resultados referente ao modelo de
desvanecimento sombreado duplamente correlacionado. Espe-
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cificamente, as seguintes estatisticas sdo obtidas: expressdes
analiticas exatas para 1) a FDP conjunta, 2) a FDC conjunta e
3) a PI; e expressoes fechadas exatas para 4) a PI assintdtica,
5) o ganho de diversidade, 6) os momentos conjuntos, 7) o
coeficiente de correlagdo na poténcia, 8) a FDP marginal, 9)
a FDC marginal e 10) o momento marginal.

II. O MoDELO Fisico

Sejam R; e Ro envoltérias Nakagami-my, representativas
do desvanecimento plano de curto prazo, dadas por

Ry X
m=y "y

com parametros (my, £21) e (my, {)3), respectivamente. O para-
metro real e positivo my denota o fator de desvanecimento do
modelo Nakagami-my, e os parAmetros Q1 = E(R?) = 2moi;
e Qy = E(R3) = 2my02; denotam as poténcias médias dos
processos R; e Ry, respectivamente. As varidveis aleatérias
X, e Y; s@o processos Gaussianos mutuamente independentes
com médias nulas e varidncias o?; e o3, respectivamente.
Admite-se correlagdo entre os processos X, € Y; tal que o co-
eficiente de correlagdo normalizado A\f = C(Xy, Y;)/(o1¢02¢),
para k = j, e Af = 0, caso contrério, sendo C(-) o operador
covariancia, com || < 1. O coeficiente de correlagdo entre
as poténcias Nakagami-ms R} e R3 é dado por pr = A? [5].

A modelagem do sombreamento aqui considerada tem como
efeito a variacdo aleatéria da poténcia média de cada uma
das envoltérias R; e Ry [1]. Ou seja, as poténcias médias
Q1 e Q9 sdo varidveis aleatérias seguindo um dado modelo
de sombreamento. Adota-se aqui o mesmo modelo utilizado
na componente do desvanecimento de curto prazo dado em
(1). Especificamente, sejam €2; e {29 varidveis Nakagami-
my, representativas do fenomeno de desvanecimento de longo
prazo caracterizando o sombreamento, dadas por
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com parimetros (ms, ©1) e (ms, ©2), respectivamente. Para a
correta distin¢do do fator de desvanecimento my, caracteristico
do desvanecimento de curto prazo, neste artigo o parametro
real e positivo ms serd nomeado fator de sombreamento,
caracteristico do sombreamento Nakagami-my. Os pardmetros
01 = E(Q3) = 2myoi, e O3 = E(Q3) = 2my03, denotam
as poténcias médias dos processos {21 e (2o, respectivamente.
As varidveis W; e Z; sdo processos Gaussianos mutuamente
independentes com médias nulas e variancias o, € 05, respec-
tivamente. Em adi¢@o, admite-se correlagdo entre os processos
W), e Z;, gerando assim naturalmente uma correlagdo entre
os processos Nakagami-mg ;1 e €, tal que o coeficiente de
correlagdo A\, = C(Wy, Z;)/(01502), para k = j, e Ay = 0,
caso contrdrio, com |As| < 1. O coeficiente de correlagdo entre
as poténcias Nakagami-mg Q2 e Q3 é dado por ps = A\2.

(1a)
(1b)

(2a)

(2b)

III. ESTATISTICAS CONJUNTAS
A. FDP e FDC Conjuntas Nakagami-my/Nakagami-m

Dado o modelo fisico descrito na Secdo II, a FDP conjunta
entre duas envoltérias Nakagami R; e Ro condicionadas
em relacdo as suas respectivas poténcias médias pode ser
representada por [10]

4t (py g )

I'(me)wiwz (1 — pr)
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em que I'(-) é a funcdo gama [11] e I,(-) é a fungdo de
Bessel modificada de ordem v [12]. Ambas as envoltérias R,
e R, estdo caracterizadas pelo mesmo fator de desvanecimento
mye [10], os pardmetros pr € ms sdo deterministicos e as
poténcias médias 2; e (2o sfo aleatdrias. Esta estratégia
permite representar a influéncia do sombreamento sobre o
canal de desvanecimento de curto prazo Nakagami por meio
da aleatoriedade das poténcias médias. O mesmo método foi
adotado em [1] aplicado a uma distribuicao univaridvel.

A FDP conjunta das envoltdrias R e Ro admitindo a aleato-
riedade de Q; e Q3 pode ser determinada por fg, g, (r1,72) =
fooo fooo le,Rg (7’1, 7‘2|w1,w2)f91792 (w17w2)dw1dw2 em que
fau 0, (w1, w2) representa a FDP conjunta de Q; e Q. E
possivel notar que a natureza do sombreamento é determinada
por meio da escolha de fq, o,(w1,ws). Neste artigo, adotou-se
a influéncia de um sombreamento (longo prazo) Nakagami-my
sobre um canal de desvanecimento de curto prazo Nakagami-
myg com diversidade. Assim, basta que se caracterize tal
sombreamento por

le,Rg(rlaT2|Ql =w, = w2) =

m. '7‘2 m 'T‘2

mew? mgw3
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Substituindo-se (3) e (4) na expressdo de fr, r,(r1,72),
reescrevendo as funcdes de Bessel como somatdrios infinitos
com base em [11, eq.(8.445)], reescrevendo as fung¢des expo-
nenciais como fungdes de Meijer G’ ( - 1) [11] por meio
de [13, eq.(07.34.03.0046.01)] e [13, eq.(07.34.03.0228.01)],
resolvendo a integral a partir de [13, eq.(07.34.21.0012.01)]
e apos simplificagcdes algébricas obtém-se (5), a qual repre-
senta a FDP conjunta Nakagami-m/Nakagami-mg entre duas
envoltérias Nakagami R; e Ry correlacionadas quando as
suas respectivas poténcias médias sdo processos Nakagami
correlacionados. Em (5), Hg‘é"( . |) representa a funcdo H-
Fox, cujo cdlculo pode ser realizado ao se utilizar o programa
disponivel em [14].

A FDC conjunta de duas envoltérias Nakagami quando as
suas respectivas poténcias médias €21 e (), sdo aleatdrias, pode
ser calculada com o uso de (5) por meio de Fr, pr,(r1,72) =

0702 OT] [Rry R, (71, T2)dz1dxs. Realizando a substitui¢do ¢; =
x} com i = 1,2, utilizando a propriedade da fungdo H-Fox
dada em [15, eq.(2.8)], resolvendo as integrais resultantes
por meio de [15, eq.(4.18)] e apds algumas simplificacdes

le,QQ(whwz) =
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algébricas, obtém-se (6), a qual representa a FDC conjunta
correlacionada do canal Nakagami-m¢/Nakagami-m.

B. Momentos Conjuntos Nakagami-m¢/Nakagami-mg

Os momentos conjuntos generalizados da distribuicdo
Nakagami-m/Nakagami-mg podem ser calculados por meio
de E(R?lR;Q) = fooo OOO r?lrngRlRQ (Tl,’l’g)d’l’ld’l’g. Rea-
lizando a substituicao t; = r? com ¢ = 1,2, resolvendo as
integrais por meio da transformada de Mellin da funcdo H-
Fox [15, eq.(2.11)], utilizando a relagdo entre a funcdo gama
e o simbolo de Pochhammer em [12, 6.1.22] e escrevendo
as séries infinitas como séries hipergeométricas generalizadas
[11, eq.(9.14.1)], obtém-se (7), a qual representa os mo-
mentos conjuntos generalizados da distribuicio Nakagami-
mg/Nakagami-m. Em (7), o F (a, 8;7; z) representa a fungéo
hipergeométrica de Gauss [11, eq.(9.14.2)].

C. Coeficiente de Correlacdo na Poténcia

O coeficiente de correlagdo na poténcia é definido como
p = C(R2,R3)/\/V(R2)V(R2), em que V(-) representa o
operador variancia. Além disso, C(R?, R3) = E(R?R3) —
E(R?)E(R3) e V(R?) = E(R})—E?(R?) com i = 1, 2. Logo,
utilizando (7) e (11) para o célculo de p juntamente com [11,
eq.(8.331.1)] e [13, eq.(07.23.03.0081.01)], pode-se calcular
o coeficiente de correlacdio na poténcia como apresentado em
(8). Em (8), é possivel notar que o coeficiente de correlacdo
na poténcia, p, é calculado em funcdo dos coeficientes de
correlacdo na poténcia referentes ao desvanecimento e ao
sombreamento, pr € ps, respectivamente.

IV. ESTATISTICAS MARGINAIS
A. FDP e FDC Marginais Nakagami-m¢/Nakagami-mg

A FDP marginal da distribuicio Nakagami-mg/Nakagami-
my, referente as envoltérias Nakagami-my R; ou Rg, pode
ser calculada por meio de fgr(r) = fooo fr(r|w) fo(w)dw.
Os subindices foram omitidos por questdes de simplifica-
¢do na notacdo. A fun¢do fr(r|w) denota a FDP univa-
ridvel Nakagami-ms da envoltéria R, condicionada em re-
lagdo a poténcia média da envoltéria 2 e fo(w) repre-
senta a FDP univaridvel Nakagami-ms da poténcia mé-
dia. Substituindo fr(r|w) e fo(w) por duas FDPs Naka-
gami, reescrevendo as funcdes exponenciais como fungdes
de Meijer por meio de [13, eq.(07.34.03.0046.01)] e [13,
eq.(07.34.03.0228.01)] e resolvendo a integral com base em
[13, eq.(07.34.21.0012.01)], obtém-se a FDP marginal da
distribuicado Nakagami-m¢/Nakagami-mg dada por

dmy—1772,0 [ mimgr?
4r H0,2 <®

(O,l),(rm—Qm,,Q))
my 2" mg ™ T (my) T (ms) O™ '

fr(r) =

€))

A FDC marginal, referente as envoltérias Nakagami-my
R1 ou R, pode ser calculada a partir da FDP marginal da
distribuicdo Nakagami-m¢/Nakagami-m, dada em (9) como
Fr(r) = [, fr(x)dx. Substituindo fr(x) por (9), realizando
a substituicdo ¢ = x*, utilizando a propriedade da funcdo H-
Fox dada em [15, eq.(2.8)], resolvendo a integral resultante
por meio de [15, eq.(4.18)] e apds algumas simplificagdes al-
gébricas, obtém-se a FDC marginal da distribuicdo Nakagami-
my¢/Nakagami-mg como

1,1 )
(m371)1(mi'72)7(011)
I'(mg)T(ms)

(10)

B. Momentos Marginais Nakagami-m¢/Nakagami-m

A expressdo para o cdlculo do momento marginal gene-
ralizado da distribui¢do Nakagami-m/Nakagami-ms pode ser
calculada tomando-se n; = 0 ou ny = 0 em (7). Portanto,
admitindo que ny = 0 e ny = n em (7), utilizando [13,
€q.(07.23.03.0080.01)] e realizando algumas simplificacdes
algébricas, obtém-se a expressdo para o cilculo do momento
marginal da distribuicdo Nakagami-m/Nakagami-ms como

O (3 +mi) T (2 +m)

E(R") = T
mg mg T'(mg)T(ms)

(1)

V. PROBABILIDADE DE INDISPONIBILIDADE
A. PI Exata

Seja a relacdo sinal-ruido (signal-to-noise ratio, SNR) ins-
tantdnea Y, = R%Eb/NO, 1 = 1,2, em cada um dos ramos de
diversidade, em que Fy/Nj é a razdo entre a energia média
por bit e a densidade espectral de poténcia unilateral do ruido.
A SNR média pode ser calculada por T; = ©;F /Np. Logo,
aplicando a transformacdo de varidveis Rf =7,1/06; /Ti em
(6) e tomando Y; =~ como o limiar a ser avaliado, obtém-se
(12). A equagdo (12) é a expressdo para o célculo da P, Py(7y),
na saida de um combinador por selec@o e pode ser interpretada
como a PI de sinais recebidos por dois ramos de diversidade
quando o canal de comunicagdo apresenta desvanecimento
Nakagami-m¢ e sombreamento Nakagami-mg, considerando-
se o limiar igual a 7 e as SNRs médias em cada um dos dois
ramos como Y7 e Yo.

B. PI Assintotica e Ganho de Diversidade

A expressdo exata para P,(v) fornecida em (12) ndo per-
mite conclusdes sobre o impacto dos pardmetros sobre a PI
diretamente da expressdo matemadtica. Para tal, uma andlise
assintdtica pode ser realizada para o cendrio em que a SNR

média € alta, T; — oo, ¢ = 1,2, obtendo-se uma aproximacio
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e realizando uma comparagdo com a expressio em (12).
Conforme Y; — oo, i = 1,2, observa-se em (12) que o
argumento das fungdes H-Fox tende a zero e isto permite
substituir as fungdes H-Fox em (12) pela aproximacdo em
[16, eq.(1.8.1)] e com o auxilio de [16, eq.(1.3.6)] e [11,
8.331.1]. A expressao resultante pode ser mais simplificada
ainda notando que conforme T, — oo, os resultados para o
primeiro termo das séries infinitas resultantes da aproximagéo
anterior sdo dominantes sobre os demais. Isto implica na
utilizagdo apenas do primeiro termo de cada série infinita.
Além disso, utiliza-se [12, eq.(6.1.17)] para reescrever a soma
referente a aproximagdo de cada funcdo H-Fox como uma
subtragdo. A aproximagdo final, P>°(vy), é tal que, Fo(y) <
P (v) e sua expressdo matemadtica, representada de maneira
compacta com o uso de [12, eq.(6.1.22)] e [11, eq.(9.14.1)], é
dada por

2
g 2e(1 = pym=me (T (m, = )

P (y) = (1— pf)mf F(mf)r(ms)

2\ M
Y oy
X | == F (m ,m
(T1T2> A 2 2

A expressdo assintdtica PS°(y) em (13) permite calcular o
ganho de diversidade, G4, como [17]
log Py*
log X,
Portanto, o ganho de diversidade somente é afetado pelo fator

de desvanecimento e ndo pelo fator de sombreamento, como
esperado.

;ms;ps)- (13)

gd = lim

Ti—>OC

= 2my. (14)

VI. RESULTADOS NUMERICOS

Nos gréficos apresentados nesta secdo, as linhas, continuas
ou tracejadas, representam os resultados tedricos obtidos neste

artigo e os simbolos representam os pontos de simulagdes.
As simulagdes e os resultados teéricos foram implementados
utilizando-se o Matlab e o Wolfram Mathematica, respectiva-
mente.

A Fig. 1(a) apresenta a influéncia dos parametros refe-
rentes ao desvanecimento de curto prazo e de longo prazo
sobre o coeficiente de correlacio na poténcia, p, referente
ao desvanecimento sombreado dado em (8). As curvas foram
obtidas ora fixando-se o coeficiente de correlagdo referente ao
desvanecimento de curto prazo, pr, e variando-se o coeficiente
de correlacdo referente ao sombreamento, ps, ora fixando-se
ps € variando-se pr. Além disso, foram utilizados diferentes
valores dos fatores de desvanecimento, m¢, € sombreamento,
ms. E possivel observar que o coeficiente de correlagio no
desvanecimento sombreado, p, é diretamente proporcional aos
parametros pr € ps, sendo que, a taxa de variagdo de p é maior
em relacdo ao parametro pr do que ps. Em outras palavras,
0 pardmetro pf tem maior impacto no pardmetro p do que o
parametro p,. Outro importante resultado esta relacionado com
os fatores de desvanecimento e de sombreamento, ms € ms,
respectivamente. Para as curvas com o coeficiente de correla-
¢30 no sombreamento fixo, a taxa de variacdo do coeficiente
de correlagdo no desvanecimento sombreado € proporcional
ao fator de sombreamento e inversamente proporcional ao
fator de desvanecimento enquanto que, para as curvas com o
coeficiente de correlagdo no desvanecimento fixo, a situacio
contrdria ocorre.

As conclusdes do impacto dos pardmetros no desempenho
em termos de PI encontradas em [9] s3o as mesmas, e desta
maneira ndo serdo aqui repetidas. Porém, baseado nos novos
resultados aqui deduzidos, novas e importantes conclusdes
podem ser encontradas. A Fig. 1(b) contém curvas das PIs
exata e assintdtica dadas em (12) e (13), respectivamente,
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Fig. 1. (a) Coeficiente de correlacdo na poténcia em funcdo de pr e ps. (b)
PIs exatas e assintdticas. (¢) FDCs marginais.

em funcdo da SNR média com o limiar v = 0 dB fixo.
Como pode ser observado, a curva assintética aproxima-
se mais rapidamente da curva exata a medida que ms e
ms diminuem sendo que, para T; Z 15 dB as curvas de
PI exatas e assintdticas estdo suficientemente préximas. Em
concordancia com o ganho de diversidade, as curvas referentes
a PI assintética tém diferentes inclinagdes conforme my varia,
mas mesmas inclina¢des conforme my varia, corroborando o
fato de que o ganho de diversidade somente € impactado pelo
fator de desvanecimento de curto prazo e ndo pelo fator de
sombreamento.

A Figura 1(c) mostra curvas da FDC marginal do canal
com desvanecimento sombreado Nakagami-mg/Nakagami-m.
Estas curvas foram obtidas por meio de (10) para diferentes
valores dos pardmetros myg, mg ¢ ©. As curvas de FDC
marginal deslocam-se para a direita conforme os parimetros
aumentam. Observando-se a definicio de cada um desses
parametros, esse comportamento estd correto. Os fatores de
desvanecimento de curto prazo e sombreamento, mg € My,
representam o inverso da varidncia normalizada do desvane-
cimento de curto prazo e do sombreamento, respectivamente,
significando que, conforme aumentam, a variabilidade, seja do
desvanecimento de curto prazo ou do sombreamento, diminui
e a probabilidade de valores de envoltéria menores que um
dado valor r, também diminui. Em relacdo a poténcia média
do sombreamento, ©, o seu aumento também resulta no
deslocamento das curvas da FDC para a direita, porém nio
significa reduc¢@o da variabilidade da envoltéria e sim o valor
em torno do qual esta variabilidade ocorre sendo este mais a
direita conforme © aumenta.
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