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O problema de separação de sinais

• Separação de sinais: problema fundamental em processamento 
de sinais
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Retirado de [Duarte et al., 2010]



O problema de separação de sinais

• Solução clássica em processamento de sinais: filtragem 

• Desvantagens
• Requer conhecimento específico sobre os sinais de interesse
• Sobreposição espectral é um limitante
• Solução pouco adaptativa 
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O problema de separação de sinais

• Incorporação de elementos da filtragem adaptativa [Widrow et 
al., 1975]

• Configuração de múltiplas entradas

Retirado de [Widrow et al., 1975]



O problema de separação de sinais

• Trabalhos seminais de J. Hérault, C. Jutten e B. Ans (a partir de 
1983) 

• Sistema separador de múltiplas entradas e múltiplas saídas 
(MIMO) e abordagem não-supervisionada

Retirado de [Hérault et al., 1985]



O problema de separação de sinais

• Surgimento da análise de componentes independentes (ICA, do 
inglês independent component analysis) [Jutten, 1987]

• Sinais fontes são modelados como variáveis aleatórias 
mutualmente independentes



O problema de separação de sinais

• Formalização da ICA [Comon, 1994]

• ICA é posta como uma extensão da análise de componentes 
principais (PCA, do inglês principal component analysis)

• Primeiro estudo sobre as condições de identifiabilidade em ICA

• Introdução da noção de função contraste em BSS



O problema de separação de sinais

• Da separação de sinais à análise de variáveis latentes (LVA)...

• O trabalho de Pierre Comon coloca a ICA, até então utilizada 
somente em BSS, como uma ferramenta não-supervisionada para 
análise de dados multivariados 

• Aplicações em: extração de características, compressão de 
dados, decomposição matricial, etc



O problema de separação de sinais

• BSS e LVA (latent variable analysis): assunto abordado em 
diferentes comunidades
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O problema de separação de sinais
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Modelos de mistura

• Tarefa importante: definir um modelo para o processo de 
mistura

• Representação do processo de mistura
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Modelos de mistura

• Classificação do sistema misturador

• Linear ou não-linear

• Sem memória ou com memória

• Com relação ao número de fontes (N) e misturas (N)

• Determinado: N = M

• Sobredeterminado: N<M

• Subdeterminado: N>M



Agenda

• Modelos de mistura

• Métodos baseados em ICA

• Explorando outras informações a priori

• Análise de componentes esparsas

• Fatoração não-negativa de matrizes

• Abordagem Bayesiana

• Exemplos de aplicação

• Tendências na área



Análise de componentes independentes (ICA)

• Estrutura de separação

• Mesmo no caso linear, instantâneo, e determinado, o problema 
de BSS é mal-posto, pois pode haver infinitas soluções que 
explicam um dado conjunto de misturas observadas

• Necessidade de informação a priori sobre as fontes   



Análise de componentes independentes (ICA)

• Ideia inicial: considerar que as fontes são variáveis aleatórias 
descorrelacionados

• Contexto: métodos em processamento estatístico historicamente 
se baseavam em estatísticas de segunda ordem

• Proposta: ajustar W de modo a diagonalizar Ry

• Análise de componentes principais (PCA) 
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Análise de componentes independentes (ICA)

• PCA separa as fontes?

Fontes Misturas Estimativas



Análise de componentes independentes (ICA)

• De fato, é possível mostrar que, para um matriz ortogonal Q, e 
considerando

As estimativas                          são descorrelacionadas embora ainda 
sejam misturas das fontes!

• Há uma ambiguidade de rotação na PCA

• Em problemas de separação de sinais, geralmente são aceitáveis 
a ambuiguidade de permutação entre as fontes e a ambiguidade 
de escala

onde D é uma matriz diagonal e P uma matriz de permutação 



Análise de componentes independentes (ICA)

• Independência estatística

• Descorrelação

Independência Descorrelação

Descorrelação Independência estatística

• Hérault, Jutten e Ans introduziram o uso de correlações não-
lineares como critério de separação

• Algoritmo converge quando



Análise de componentes independentes (ICA)

• Algoritmo de Hérault Jutten foi importante do ponto de vista 
teórico, porém apresenta limitações na prática ligadas à 
convergência

• Abordagens mais robustas surgiram posteriormente

• Paradigma geral (busca por uma função contraste)

onde J(·) representa uma “medida” de dependência estatística

• Exemplo: divergência de Kullback-Leibler entre a distribuição 
conjunta e o produto das marginais 



Análise de componentes independentes (ICA)

• A divergência de Kullback-Leibler entre a distribuição conjunta 
e o produto das marginais é a definição de informação mútua, I(y)
de um vetor aleatório y

• Algoritmo do gradiente descendente 

onde ψy(·) é o vetor de score functions



Análise de componentes independentes (ICA)

• Por que ICA separa fontes?

• Pierre Comon foi o primeiro a responder (numa perspectiva teórica) 
essa questão [Comon, 1994]

• A base das análises de Comon vem de [Darmois, 1953] 

• Nota histórica: Muitos resultados da ICA podem ser encontrados no 
livro: A. Kagan, Y. Linnik, C. Rao, Characterization Problems in 
Mathematics Statistics, John Wiley & Sons, 1973.



Análise de componentes independentes (ICA)

• Limitações da ICA para a separação de fontes

1. Pode haver, no máximo, uma fonte gaussiana

2. Há ambuiguidades de permutação e de escalar



Análise de componentes independentes (ICA)

• Abordagem via informação mútua requer estimação de pdfs!

• Felizmente, há outras vias que simplificam o problema

• Funções não-lineares diferentes da abordagem de informação 
mútua

Infomax [Bell and Sejnowski, 1995]

Máxima verossimilhança [Cardoso, 1995]



Análise de componentes independentes (ICA)

• Caso linear: permite “errar” escolha das não-linearidades

• Basta ter uma ideia se a fonte é super-gaussiana ou sub-gaussiana
[Cardoso, 1998]

• É possível separar fontes via ICA mesmo quando uma estimativa 
grosseira das pdfs é feita



Análise de componentes independentes (ICA)

• Exemplo de aplicação do Infomax (retirado de [Duarte et al., 2015])



Análise de componentes independentes (ICA)

• Via muito popular: métodos baseados em não-gaussianidade
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Análise de componentes independentes (ICA)

Medidas de não-gaussianidade

• Curtose

• Negentropia

onde H(G) representa a entropia de uma variável gaussiana de 
mesma variância que yi

• Algoritmo FastICA [Hyvarinen, 1999]



Análise de componentes independentes (ICA)

• Caso de misturas convolutivas

• Garantias de separação [Yellin et al., 1994]

• No caso convolutivo, surge uma ambuiguidade de filtragem

• Abordagem prática: separação no domínio frequencial



Análise de componentes independentes (ICA)

• Caso de misturas não-lineares (NL)

• De modo geral, ICA não conduz à separação em modelos NL

Retirado de [Babaie-Zadeh, 2002]



Análise de componentes independentes (ICA)

• Caso de misturas não-lineares (NL)

• Dada essa limitação de ICA em modelos NL, a pesquisa na área 
começou a considerar classes de modelos para os quais há 
resultados de separabilidade [Deville e Duarte, 2015]

• Modelo Post-nonlinear (PNL)

• Modelo Linear-quadrático (LQ)



Análise de componentes independentes (ICA)

• Caso de misturas não-lineares (NL)

• Exemplo de misturas PNL



Análise de componentes independentes (ICA)

• Embora amplamente utilizada, a ICA apresenta algumas 
limitações que a inviabilizam em cenários práticos

• Os métodos são baseados em estatísticas de ordem superior ou 
requerem estimação de funções densidade de probabilidade

• Não é possível separar fontes Gaussianas

• O método SOBI [Belouchrani et al., 1997] separa fontes 
gaussianas, porém requer diversidade temporal

• Nem sempre as fontes de interesse são independentes!

Exemplos: sinais de música, imagens hiperspectrais, sinais 
biomédicos...
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Explorando outras informações a priori

• Frente à limitação de fontes dependentes, novas abordagens de 
BSS foram propostas num segundo momento

• Desafio: buscar por critérios de relevância prática e que 
garantem a separação das fontes



Análise de componentes esparsas

• Revolução da esparsidade: Emmanuel Candès e David Donoho

• Garantias de unicidade na solução de um sistema linear 
subdeterminado  



Análise de componentes esparsas

• Busca por soluções esparsas

• Medidas de esparsidade: norma l1 e pseudo-norma l0 



Análise de componentes esparsas

• A esparsidade pode se dar num domínio transformado

• Tal propriedade amplia o interesse da esparsidade como 
ferramenta em processamento de sinais

• Além disso, é a base da abordagem conhecida como Compressive
Sensing

Retirado de [Baraniuk, 2007]



Análise de componentes esparsas

• SCA em modelos subdeterminados [Zibulevsky et al., 2001] 
[Georgiev et al., 2005] 



Análise de componentes esparsas

• Método SCA de 3 etapas [Boffill et al., 2001]

1. Garantir uma representação esparsa das fontes

2. Estimar a matriz mistura (clusterização)

3. Resolver o sistema linear (com a A conhecido)

Retirado de [Boffill, 2001]



Análise de componentes esparsas

• Também é possível utilizar SCA no contexto de extração de 
fontes em sistemas determinados

• Modelo de mistura

• Sistema de extração

• Hipótese: fontes são esparsas 



Análise de componentes esparsas

• [Duarte et al. 2011]: “quando uma das fontes tem a “metade da 
esparsidade da outra” (no sentido da norma L0), então a extração 
da fonte mais esparsa é possível mesmo quando as duas fontes 
são independentes ”. 



Análise de componentes esparsas

• [Duarte et al. 2011]: “quando uma fontes tem a “metade da 
esparsidade da outra” (no sentido da norma L0), então a extração 
da fonte mais esparsa é possível mesmo quando as duas fontes 
são independentes ”. 

• Portanto, mininizar a norma l0 da fonte estimatada implica na 
extração da fonte mais esparsa



Análise de componentes esparsas

• As condições apresentadas são suficientes, porém não 
necessárias

• Possível ter condições menos restritivas [Batany et al., 2016]

• Interessante notar que, considerando a esparsidade, nota-se 
que é possível separar fontes dependentes e com um certo nível 
de sobreposição espectral



Análise de componentes esparsas

• Exemplo de aplicação [Duarte et al, 2011]

• Fontes dependentes e matriz de mistura A = [1 0.5 ; 0.5 1] 



Análise de componentes esparsas

• A abordagem SCA requer uma representação esparsa dos sinais 
fontes, assim como outras abordagens baseadas em esparsidade

• Em algumas aplicações, há transformadas esparsificadoras que 
surgem naturalmente (transformada Radon, DCT, etc)

• Também é possível, a partir de dados, aprender uma qual 
transformação leva a uma representação esparsa: “aprendizado 
de dicionários”



Fatoração de matrizes não-negativas

• Em muitas situações, as fontes e/ou os coeficientes de mistura 
representam grandezas físicas que sempre assumem valores 
negativos

• Métodos inicialmente propostos em química com nome de 
Multivariate Curve Resolution (MCR) na década de 1970



Fatoração de matrizes não-negativas

• Popularização com trabalho de Lee e Seung (1999)



Fatoração de matrizes não-negativas

• Popularização com trabalho de Lee e Seung (1999)



Fatoração de matrizes não-negativas

• Formulação da NMF

• Método de quadrados mínimos alternado (ALS)

• Extensões da NMF vêm sendo propostas, tanto em termos de 
método de otimização quanto com relação à medida de aderência 
aos dados



Fatoração de matrizes não-negativas

• NMF apresenta restrições severas de identifiabilidade

[Moussaoui et al., 2005] [Moussaoui et al., 2005]



Fatoração de matrizes não-negativas

• De modo a mitigar o problema de identifiabilidade em NMF, 
busca-se incorporar outras informações sobre as fontes para fins 
de regularização

• NMF + esparsidade [Hoyer, 2004]

• NMF + suavidade dos sinais [Zdunek, 2007]



Abordagem Bayesiana

• Estimação via regra de Bayes

• Modelo de sinal

• Estimação de A e s via paradigma de máxima verossimilhança

• Estimação Bayesiana

• Possibilidade de incorporação de informações a priori



Abordagem Bayesiana

• De modo mais geral

• Distribuição a posteriori

• Modelo Bayesiano hierárquico

 Hiperparâmetros do modelo

β θ S X



Abordagem Bayesiana

• Passo a passo na abordagem Bayesiana

• Definição a priori 

• Busca por distribuição posteriori

• Paradigma de estimação



Abordagem Bayesiana

• Definição a priori 



Abordagem Bayesiana

• Busca por distribuição posteriori

• Uma vez definidas as distribuições a priori, aplica-se a regra de 
Bayes para determinar a distribuição a posteriori

• Exemplo: ruído gaussiano (iid) e a priori Laplaciana



Abordagem Bayesiana

• Paradigmas de estimação bayesiana

• Marginal Maximum a posteriori

Requer a resolução de um problema de otimização

• Estimação (Bayesiana) MMSE

Requer a integração de uma função multidimensional



Abordagem Bayesiana

• As dificuldades de estimação na inferência Bayesiana 
motivaram o desenvolvimento de abordagens baseadas em 
simulação de Monte Carlo

• Gerar P amostras [S(1) S(2) ... S(P)] distribuídas de acordo com a 
lei f(S|X,A)

• Aproximar o estimador MMSE da seguinte maneira

• Geralmente, considera-se um período burn-in para que o 
método de simulação possa convergir



Abordagem Bayesiana

• Método de Monte Carlo baseado em cadeias de Markov (MCMC)

• Busca-se uma cadeia de Markov cuja distribuição estacionária é 
dada pela pdf que se deseja estimar

• Exemplo: amostrador de Gibbs



Abordagem Bayesiana

• Ilustração de uma estratégia de simulação baseada no 
amostrador de Gibbs

Retirado de [Moussaoui, 2005]



Abordagem Bayesiana

Vantagens

• Incorporação de informações a priori na solução do problema 
de BSS

• Não se apoia na independência estatística, e, logo, é capaz de 
operar em cenários com fontes dependentes

Limitações

• As estratégias baseadas em simulação são custosas em termos 
de complexidade computacional

• Não há garantias de convergência do método, e nem estudos de 
separabilidade no contexto Bayesiano
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Aplicações

• Métodos de BSS vêm sendo aplicados num conjunto expressivo 
de áreas 

• A aplicação de um método de BSS requer alguns cuidados, 
dentre eles:

1. Escolha de uma abordagem apropriada (modelo e método)

2. Construção de um cenário para validação dos resultados (não 
há ground truth em um problema genérico de BSS)

3. Importante dispor de um conhecimento apurado sobre o 
problema em questão



Aplicações

• Aplicações em dados químicos (Eletrodos íon-seletivos)



Aplicações

• Aplicações em dados químicos (sensores de gás de óxido de 
estanho)

Retirado de [Bedoya, 2006]



Aplicações

• Separação em imagens hiperspectrais

Retirado de [Bioucas-Dias et al, 2012]



Aplicações

• Separação em imagens hiperspectrais

Retirado de [Bioucas-Dias et al, 2012]



Aplicações

• Aplicações em geofísica (sísmica de reflexão): separação de 
múltiplas



Aplicações

• Separação de sinais de ECG (eletrocardiograma): recuperação 
de ECG fetal a partir de medidas não-invasivas

Retirado de [Comon et al., 2010]



Aplicações

• Separação de artefatos em sinais de eletroencefalograma (EEG)

Retirado de [Comon et al., 2010]



Aplicações

• Separação de artefatos em sinais de eletroencefalograma (EEG)

• Aplicação em interfaces cérebro-computador (BCI)



Aplicações

• Análise de imagens por ressônancia magnética funcional (fMRI) 
Retirado de [Calhoun et al., 2006]



Aplicações

• Separação de sinais de áudio

• Desafio: misturas convolutivas

Retirado de [Comon et al., 2010]



Aplicações

• Separação de polarizações em sistemas PDM (Polarization
Division Multiplexing)

Retirado de [Rosa et al., 2011]



Aplicações

• Controle estatístico de processos (CEP)

• Busca por padrões anormais em um processo industrial
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Tendências na área

• Separação multi-modal

• Decomposições tensoriais

• Separação via métodos de otimização multi-objetivo



Tendências na área

• Separação de dados multimodais

• Muitas vezes, os dados vêm de sistemas misturadores de 
diferente natureza

• Relação com problemas de fusão de dados

Processo de 
mistura 1

Processo de 
mistura 2

Sistema 
Separador



Tendências na área

• Decomposições tensoriais são capazes de explorar a diversidade 
em mais de 2 níveis

• Condições de unicidade menos restritivas se comparado ao caso 
de decomposições matriciais

Retirado de [Cichoki et al., 2014]



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• In many practical problems, there is more than one property to 
be exploited

• Example: separation of diffractions and reflections in 
geophysical signal processing  

Diffraction

Reflection

Signals may be independent 
and sparse

Reflections can also be modeled 
as quasi-periodic signals



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Several approaches consider multiple separation criteria

• NMF with sparsity regularization/constraints (Hoyer, 2002)

• Bayesian approach (under AWGN) (Moussaoui et al., 2008)

• Joint ICA and SCA (Boukouvalas et al., 2017)



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Several approaches consider multiple separation criteria

• NMF with sparsity regularization/constraints (Hoyer, 2002)

• Bayesian approach (under AWGN) (Moussaoui et al., 2008)

• Joint ICA and SCA (Boukouvalas et al., 2017)

• All these cases rely on a mono-objective optimization
problem!



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• We consider the application of a multi-objective optimization 
approach to the available separation criteria

• Our goals

• To better understand the gains brought by this approach

• To apply it in practical problems 



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• A multi-objective optimization (MOO) problem:

• Optimality in MOO can be defined by the concept of (Pareto) 
dominance

• The Pareto set contains all the non-dominated solutions

A feasible solution x is said to 
dominate a feasible solution y if
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Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• There are several strategies to search for Pareto sets

• Examples include:

• Weighted sum techniques

• ε-constrained methods

• Methods based on goal programming

• Evolutionary multi-optimization (EMO)

• Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA)

• Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA2)



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• SPEA 2: an overview (E. Zitzler et al. 2001)

Initialization

Fitness 
calculation

Stopping 
criterion

Selection

Solution

Mating selection

Application of 
evolutionary 

operators



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Motivations for a MOO formulation in BSS

• Additional information can be modeled by means of 
different separation criteria

• Semi-blind information can also be taken into account

• It can deal with non-convex Pareto fronts (expected in 
source separation)

• Allows the user to select a solution based on her/his 
(subjective) prior knowledge of the problem



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Example



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• To illustrate the application of MOO, let us consider a linear BSS 
problem (2 sources and 2 mixtures). Sources and mixtures are given 
by

• Two separation criteria: i) Sparsity and 2) Temporality (A cost 
function that is optimum when the covariance matrices of the 
retrieve sources and for different delays are diagonal) 

• Mixing matrix:



Separação via métodos de otimização multi-objetivo



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Noisy mixtures

• SIR: Signal-to-Interference ratio



Separação via métodos de otimização multi-objetivo
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Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• The interference process that takes place at ISE arrays can be formulated as a 
BSS problem

xi : response of the i-th ISE within the array

sj : sources (activities of the ions within the solution)

• For room temperature and for monovalent ions, di takes 59mV per decade

• For monovalent ions, the mixing model is a particular case of the class of 
post-nonlinear (PNL) mixtures 
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Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• An MOO problem can be formulated by considering the 
following criteria:

• Separation criterion based on temporality (SOBI-like cost 
function)

• Similarity with Nernstian slope di

• The separating system is given by



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Numerical experiments related to the estimation of the ions 
sodium (Na+) and potassium (K+)

• Two sources and two mixtures (two ISE devices) with 41 
samples



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• The MOO approach performed well when compared to mono-
objective methods that rely on PNL models

• In the following computing device Intel Core i7, 2.20 GHz, 8.00 
GB RAM, software, MOO took 5,0 sec whereas ICA (FastICA) took 
0,5 s



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Nonlinear mixtures provided by ion-selective electrodes
• Goal: to estimate chemical activities of sodium (Na+) and 
potassium (K+)



Separação via métodos de otimização multi-objetivo

• Multi-objective optimization (MOO) is a potential tool to be applied in 
source separation problems as well as in other SP problems (different 
inverse problems, for instance)

• We here investigated its application to chemical sensor arrays

• The obtained results were better when compared with mono-
objective methods (for a same mixing model)

• Challenges and Perspectives

• (Semi) Automatic choice of solution(s)

• Theoretical analysis. For example, how to build criteria that lead 
to solutions closer to a supervised one?

• Applications in other domains (Geophysics, Biomedical SP, etc)



Obrigado pela atenção!


